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 دراسة تحليلية للبحث في شجرة التفريعات

 (B&B)طريقة التفريع والتحديد في 
  (×2mدراسة نظرية للمشاكل الخطية من نوع )

 
 
 
 
 
 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :الكلمات المفتاحية

المشاكل  التحديد،التفريع و 
 .(Non-int، )الفرعية

 
 الملخص

 
علاقة ( Decision Variablesن العلاقة بين متغيراتها )تستخدم البرمجة الخطية في حل المشاكل التي تكو

وفي العديد من الحالات يكون هذا  (،Non-int)عند الحــل على كسـور  هاخطية، وعـادةً ما تحـتوي قيـم

الحل غير منطقي من الناحية الاقتصادية والفيزيائية، عندما تكون متغيرات المشكلة غير قابلة للتجزئة على 

نوعين من السفن، فإنه من غير المقبول  لإنتاجفمثلاً عندما تكون المشكلة إيجاد التوليفة المثلى أرض الواقع، 

( سفينة حجم كبير. الجدير 3.67( سفينة حجم صغيرة وإنتاج )5.48أن يكون الحل لهذه المشكلة هو إنتاج )

حتوي على كسر، ومن يلا وهو حل  (Int)بالذكر هنا هو أنه يوجد عدة طرق لإيجاد الحل الأمثل الصحيح 

(، تبـدأ آلية عملها من الحــل Branch and Bound Method) أهم هذه الطرق طـريقة التفـريع والتحـديد

يعني فصل هو و ،تفريع المشكلة إلى مشكلتين فرعيتين باستخدام قيود إضافيةبوذلك (، Non-intالأمثـــل )

ين(، ومن تم إيجاد الحل الأمثل لهاتين المشكلتين كلاً على منطقة الحلول الممكنة لمنطقتين )مشكلتين فرعيت

حدة، وبنفس الطريقة يتم تفريع المشاكل الفرعية وإيجاد حلولها أيضاً. ويتم التوقف عن سلسلة التفريعات 

إن  (.Int Solutionفي حالة عـدم وجـود حــل للمشكلة الفرعيـــة أو عندما تكون قيم حلها قيم صحيحة )

زيادة عدد متغيراتها وعدد قيودها، عمدت باكل الفرعية الناتجة من عملية التفريع تزداد بشكل كبير عدد المش

هذه الورقـــة لدراسة سلسلة التفريعات والعوامل المؤثرة في نواتج الحل للمشاكل الفرعية مع تقديم التحليلات 

خلالها تحديد المشكلة الفرعية الواجب  ( يمكن منCriterionsالمطلوبة وتتبعها بيانياَ، للوصول لمعايير )

على  يلا تحتو، والتوقف عن تفريع الأخرى )التي  ((Int تفريعها )المشكلة المرشحة لاحتواء الحل الأمثل

هذا الحل(، بهدف توفير الوقت والجهد اللازم لحل المشكلة الرئيسية )تقليص عملية البحث في شجرة 

 التفريعات(.

 

 المقدمة .1

، (LP) (Linear Programming) البرمجة الخطيةإن نموذج 

من أهم نماذج بحوث العمليات واكثرها شيوعاً، ويستخدم لحل 

 Decision) المشاكل الخطية التي ترتبط متغيراتها القرارية

Variables)  بعلاقات خطية، وذلك عن طريق صـياغة

 المشاكل على شكل نموذج رياضي، فيتم تمثيل القيود

(Constraints)   وهي الشروط التي يتم حل المشكلة في ظلها

على شكل معادلات خطية )معادلات من الدرجة الأولى(، ويتم 

ً وتسمى  تمثيل الهدف المراد الوصول إلية بمعادلة خطية أيضا

يوجد عدة طرق يمكـن  (Objective Function). دالة الهدف

 (Optimal Solution) استخدامهـا للوصول إلى الحل الأمثل

لهــذا النمــوذج، ومن أهمها هذه الطــرق وأكثــرها شيــوعاً هي 

  (Simplex Method). طريقة السمبلكس

إن قيم المتغيرات القرارية للحل الأمثل عادةً ما تحتوي على قيم 

غير صحيحة )كسور( وهو ما يعرف بالحل العددي غير 

 أن ، وفي العديد من الحالات (Non-int Solution) الصحيح

( 3.67( سفينة حجم صغيرة وإنتاج )5.48يكون الحل انتاج )

سفينة حجم كبير، إلا أنه في حالة الإنتاج الكبير لا تكون هذه 

، لإنه من الناحية الاقتصادية يمكن تجاهل الكسر، معضلةالحالة 

فمثلا إذا كان الحل الامثل لمشكلة تحـديد توليفة من منتوجـات 

( 2456.4( كــرسي وإنتـاج )1673.6الأثــاث هـو انتـاج )

(. 2456,  1673طــاولة، فهـذا الحـل يمكــن تقـــريبـه ليكـون )

أما في حالة الإنتاج بكميات صغير فإن استخدام عملية التقريب 

هذه قد لا تكون مجدية اقتصادياً، إن التقريب للحد الأعلى ينتج 

 حةسيكون خارج الحدود والإمكانيات المتا (Int) حل صحيح

(Infeasible Solution)كما أن الحل الأمثل ، (Int)  قد يكون

 يم بالنـــورمختــار إبــراه
 قسم المراجعة الإدارية
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، كأن يكون الحل (Non-int) بعيداً كلياً عن الحل الأمثل الحالي

 .( سفينة حجم صغيرة11( سفينة كبيرة وعدد )1هو انتاج )

يوجد عدة طرق يمكن استخدامها للوصول إلى الحل الأمثل 

ً من الحل الأم (Int) الصحيح وهذه  (Non-int) ثلانطلاقا

الطرق تأخذ في اعتبارها ما ذكر أعلاه، ومن أهم هذه الطرق 

 Branch and) وأكثرها استخداماً هي طريقة التفريع والتحديد

Bound Method)  ويرمز لها بــــ .(B&B)  إن الفكرة

 هي تجزئة أو تفريع (B&B) الكامنة وراء هذه الطريقة

(Branched)   من المشاكل الفرعية، عن المشكلة إلى سلسلة

طريق إضافة قيدين أخرين للمشكلة، بحيث يكَُون كل قيد مع قيود 

المشكلة الأساسية مشكلة فرعية، وذلك بهدف دفع المشاكل 

، ومن ثم المفاضلة بينها لتحديد (Int)  الفرعية لتكون حلولها

 .للمشكلة الرئيسية (Int) الحل الأمثل الصحيح

 أهداف الدراسة .2

 (B&B)في طريقة  ه الورقة لدراسة وتحليل آلية عملتهدف هذ

المتولدة من لتحديد العوامل التي تؤثر في عدد المشاكل الفرعية 

، وذلك لاستنتاج بعض عملية التفريع )فروع شجرة الحلول(

المعايير التي يمكن استخدامها لتقليص عدد المشكلة اللازمة 

ض عدد المشاكل والذي يعني تخفي(، Intلتحديد الحل الأمثل )

الوقت  وهذا سيوفر، ( في شجرة التفريعاتIterationsالفرعية )

( Non-intوالجهد اللازمين لتحويل الحل الأمثل غير الصحيح )

مع تقديم التحليلات المنطقية  ذلك كل، (Intإلى حل أمثل )

 الخاصة بذلك ومدعمة بالأدلة والتحليل البياني.

 شكلة الدراسةم .3

التي  (B&Bطريقة التفريع والتحديد )بدراسة تهتم هذه الورقة 

( ، انطلاقا من الحل Intتستخدم في إيجاد الحلول الصحيحة )

الرئيسية تجزئة المشكلة ( عن طريق Non-intغير الصحيح )

تبدأ إن سلسلة التفريعات هذه  سلسلة من المشاكل الفرعية، إلى

قيدين  بإضافة مشكلتين فرعيتين إلىالمشكلة الرئيسية  بتفريع

 جديدين على قيود المشكلة الرئيسية.  

الجدير بالذكر هنا هو أن كل عملية تفريع تتم بناءً على متغير 

معين، وإن إضافة القيدين الجديدين يكون على المتغير المستخدم 

كأساس لعملية التفريع، وإن قيم هذا المتغير في كلا الحلين 

(، وعند الانتقال إلى Intكون قيم صحيحة )تللمشكلتين الفرعيتين 

مستوى أخر في سلسلة التفريعات لا يتم اختيار نفس المتغير 

السابق، لإن قيم حله تكون قيم صحيحة، لذلك يتم اختيار متغير 

أخر تكون قيمته في الحل تحتوي على كسر، وهكذا تستمر سلسلة 

التفريعات إلى أن نصل إلى مشاكل فرعية لا يمكن تفريعها. فلا 

ملية التفريع في المشاكل الفرعية عندما تكون كل قيم تستمر ع

، لإن الأساس في عملية (Int)الحل لمتغيراتها قيم صحيحة 

التفريع هو اختيار متغير تكون قيمته في الحل تحتوي على كسر 

ليكون هو الأساس في عملية التفريع. كما أنه لا يمكن الاستمرار 

ً في عملية التفريع عندما لا يوجد حل للمشكلة الفرعية  أيضا

ً عند إضافة قيد جديد على قيود المشكلة قد  اصلاً، لإنه أحيانا

ً عدم وجود منطقة  يجعلها غير ممكنة الحل، والذي يعني بيانيا

حلول ترضي كافة قيود المشكلة، بسب أن القيد الجديد قد يكون 

متعارض مع قيد أو أكثر من قيود المشكلة الرئيسية، لإن الأساس 

 Feasibleملية التفريع هو الانطلاق من حل ممكن )في ع

Solution .) 

والجدير بالذكر هنا أن عملية التفريع تتطلب إجراء بعض 

العمليات الحسابية، وتزداد هذه العمليات مع زيادة السلسلة 

)مستويات التفريع(، كما أن دالة الهدف للمشاكل الفرعية تقل 

فريعات(، بمعنى أنه في حالة جودتها مع زيادة السلسلة )شجرة الت

( تنخفض قيم دالة الهدف للمشاكل Maximuzationالتعظيم )

الفرعية، وستكون أصغر من أو تساوي قيمة دالة الهدف للمشكلة 

الأساسية، لأنه كلما توسعنا في عملية التفريع يعني إضافة قيود 

ً يعني استبعاد الحلول المثلى والانتقال  على المشكلة وهذا طبعا

إلى حلول أقل جدوى. وبنفس المنطق يحدث العكس في حالة 

( فتزاد قيم دالة الهدف مع زيادة Minmuzationالتقليل )

الاستمرار في عملية التفريع )تكون قيم دالة الهدف للمشاكل 

الفرعية أكبر من أو تساوي قيمة دالة الهدف للمشكلة الرئيسية(. 

ليص عملية التفريع والسؤال الذي يطُرح هنا هو، هل يمكن تق

والتي يؤدي إلى خفض العمليات الحسابية اللازمة لذلك، وبالتالي 

توفير الوقت والجهد. فتدرس هذه الورقة آلية عملية التفريع 

بهدف معرفة المشاكل الفرعية المرشحة، وهي المشاكل الفرعية 

( للمشكلة الرئيسية، وهذا Intالتي يمكن أن تتضمن الحل الأمثل )

بعاً معرفة المشاكل الفرعية غير المرشحة، وهي المشاكل يعني ط

الفرعية التي لا تتضمن الحل الأمثل للمشكلة الرئيسية، بهدف 

وعليه فإنه يمكن التوقف عن تفريعها لتوفير الوقت والجهد. 

 تلخيص مشكلة هذه الدراسة في التساؤلات الاتية:

كن ( وآلية عملها، يمB&Bتحليل طريقة )عملية من خلال  ➢

)الناتج ( للمشكلة الرئيسية Intأن الحل الأمثل )على التأكيد 

يمكن أن يكون أفضل من عملية التقريب الاعتيادية للكسر( 

المشكلة الفرعية ) الأسواءلمشكلة الفرعية ل قيمة دالة الهدف

في الأكبر في حالة التعظيم وذات القمة الأصغر ذات القيمة 

 يمكن التأكيد على ضرورةفي هذه الحالة حالة التقليل(، و

أن و، بمعنى هذهالتوقف عن تفريع المشاكل الفرعية 

لا يمكن أن تحتوي على ( الأسواءهذه )المشكلة الفرعية 

، وذلك (B&Bوفقاً لطريقة ) الحل الأمثل للمشكلة الرئيسية

)إضافة قيود جديدة(  هالأن الاستمرار في عملية تفريع

الناتجة عن عملية الحلول  في قيمتؤدي إلى انخفاض س

 التفريع.

هل يمكن تصميم  في حالة عدم حدوث النقطة السابقة،  ➢

المشكلة الفرعية التي تحتوي على  معرفةلمعينة  اييرمع

 (Int)الحل الأمثل 

http://www.lam.edu.ly/
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➢ t)  للمشكلة الرئيسية؟ وبالتالي معرفة المشاكل الفرعية التي

ها، والأخرى التي يجب في عملية تفريعيجب الاستمرار 

عن عملية تفريعها لتوفير الوقت والجهد في عملية التوقف 

  (؟Int)الوصول إلى الحل الأمثل 

 :أهمية الدراسة .4

تبرز أهمية هذه الورقة في أكثر من جانب، ففي ظل الندرة 

( B&Bة للمراجع العربية لطريقة التفريع والتحديد )يالنسب

تناولت هذه الدراسة هذه الطريقة وتوفر معلومات قيمة عنها، 

تسلط الضوء على آلية عملها، كما توضح التحليلات المنطقية و

ً للتحليل البياني لها.  ومن جهة  الخاصة بآلية عملها وذلك وفقا

أخرى فإن المشاكل الفرعية لهذه الطريقة تزداد بزيادة أسية مع 

زيادة عدد المتغيرات وعدد القيود للمشكلة، وهذه الدراسة تعتبر 

تطبيقها سيخفض عدد المشاكل  ( وإنB&Bتطوير لطريقة )

(، وهذا طبعاً سيوفر الجهد والوقت خاصةً Iterationsالفرعية )

 في المشاكل الكبيرة.

  B&B) طريقة التفريع والتحديد .5

 (Gomory Cuttingمستوى القطع قطع الخوارزمية تعتبر

(Plane Algorithm  حل برامج في من أقدم الطرق المستخدم

اسُتخدمت ثم  [1](،1958ظهرت سنة )والتي الأعداد الصحيحة 

من طرف الباحثين  1960لأول مرة في سنة و( B&Bالطريقة )

(A Doig  و(G. Land [2] بالأعدادلإيجاد الحل الأمثل 

وهي تعُد من  ( لمشاكل البرمجة الخطية،Intالصحيحة )

( التي تعني الوصـول Iterative Method)ارية الاساليب التكر

ً من حـل أمثل للحل عبر خطوات مح ددة ومتكررة انطلاقا

(Non-int )( ممكنFeasible ثم طورت سنة ،)عن  1965

( لحل مشاكل البرمجة الخطية بالمتغيرات E. Balaطريق )

(.  قبل الخوض في آلية هذه الطريقة للوصول Binaireالثنائية )

عرض النموذج الرياضي لهذه  وسيتمإلى أهداف البحث، 

 يم مراجعة سريعة للدراسات السابقة لها.المشكلة، ومن ثم تقد

   :النموذج الرياضي لبرمجة العدد الصحيح .أ

الحل الأمثل الصحيح  عن ( للبحثB&Bتهدف هذه طريقة )

(Int )بالأعداد الخطية  البرمجة لنموذج الأمثل الحل من انطلاقا

 ،(Linear Programming Relaxations) غير الصحيحة

، وذلك لاستبعاد مشكلتين فرعيتين إلىتجزئة المشكلة وذلك ب

وبذلك ( من منطقة الحلول الممكنة، Non-intالحل الحالي )

هو نفس  الصحيحة الأعداد برمجةيكون النموذج الرياضي ل

بعد إضافة شرط  ،(LPR)النموذج الرياضي للبرمجة الخطية 

 كالتالي: (Intأن تكون قيم المتغيرات القرارية قيم صحيحة )

 

 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑜𝑟 𝑀𝑖𝑛 (𝑧) = ∑ 𝑐𝑗 𝑥𝑗                                    (1)

𝑛

𝑗=1

 

  Subject to: 

∑ 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗  (≤, =,   ≥) 𝑏𝑖

𝑛

𝑗=1

 𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2, … , 𝑚   (2) 

              𝑥𝑗  ≥ 0,      ∀𝑗 = 1,2, … … , 𝑛                (3) 

   𝑥𝑗  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟, 𝑗 = 1,2, … … , 𝑝    (𝑝 ≤ 𝑛) 

 حيث أن:

𝑧   .قيمة دالة الهدف التي تقيس فعالية أو كفاءة قرار الاختيار : 

: 𝑥𝑗 .المتغيرات التي يراد معرفة قيمتها 

: 𝑐𝑗 .تكلفة )أو عائد( الوحدة الواحدة من المتغيرات 

: 𝑏𝑖 .المتاح من الموارد أو التي تعكس شروط التشغيل 

𝑚  : .)عدد القيود أو الشروط في المشكلة )النموذج الرياضي 

𝑛  : .)عدد المتغيرات القرارية في المشكلة )النموذج الرياضي 

 (:Literature Review)الدراسات السابقة  .ب

تقُسم العناصر التي تؤثر في العمليات الحسابية التي تحُدد سلوك 

تراتيجية هي: اس استراتيجياتثلاثة  إلى (B&B) ةخوارزمي

ات التي يمكن بالترتيبتهتم و Search Strategy)البحث )

 الفرعية في شجرة المشاكلاستكشاف اتخاذها للبحث و

 استراتيجية التفرعالاستراتيجية الثانية هي ، والتفريعات

((Branching Strategy  وهي تعنُى بالمعايير التي يمكن

، فرعيةاستخدامها في تفريع المشكلة وإنتاج المشاكل ال

( Pruning Rulesقواعد التقليم )الأخيرة تعُنى ب ةوالاستراتيجي

يمكن استخدامها للحد من التي الآليات أو الإجراءات وهي 

التي يمكن  الحلول الممكنة( مناطقالمشاكل الفرعية )استكشاف 

درس  .[3] (Int) دون مستوى الحل الأمثلأن تعطي حلول 

Achterberg et al. من حيث تحديد المتغير  ةيهذه الخوارزم

قاعدة بسيطة وشائعة  المستخدم في عملية التفريع وذكر بأنه يوجد

 Most Fractional or Most)الاستخدام تسمى 

Infeasible)،  الذي يكون جزئه وهي أن يتم اختيار المتغير

(، وبصفة عامة لا يمكن 0.5) النصف الكسري الأقرب إلى

المتغير اختيار  عملية أفضل منالجزم بأن نتائج هذه القاعدة 

المتــولدة من عمليــة التفــريع  اكلمن حيث عدد المش اً عشوائي

ة الخاصــة ابيــالحس اللازم لإجــراء هــذه العمليات وقتــال)

بأنه  Ortega and Wolseyذكــر في هــذا الجـانب  .بــذلك(

 Opposite) وتسمىلذلك تم اقتراح قاعدة معاكسة 

branching Rule ،)[4] يكون  يتم اختيار المتغير الذي وفيها

في عملية تحديد المتغير  .0.5الأبعد عن هو جزئه الكسري 

 .Applegate et alاقترح المستخدم كأساس لعملية التفريع 

 Strongالتفرع القوي )طريقة تسمى باستراتيجية 

Branching ،) ير يكون له أكبر تأثاختيار المتغير الذي وفيها يتم
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غالبًا  أن هذا عملية التحديد هذه إلا ،دالة الهدفممكن على قيمة 

اقترح أيضاً  .اللازم لذلكلوقت حيث ا ة منباهظً  تكلفتها كونتما 

Linderoth and Savelsbergh هجين يجمع بين  أسلوب

ى هذا سمو (Pseudocostوأسلوب ) التفرع القوياسلوب 

 Hybrid Strong/Pseudocostبالتفرع الهجين )المزيج 

Branching) . استكشفPryor and Chinneck  قواعد

جديدة، الفكرة الكامنة وراء هذه الطريقة هو اختيار المتغير تفريع 

هذه الطريقة  تعطيما  عادةَ متغيرات المشكلة و الذي له تأثير أكبر

 طريقة Fischetti and Monaciطور  وقد. [5]جيدةنتائج 

 ،(Backdoor Branching)لخلفي اتسمى التفرع  تفريع حديثة

استخدامها المتغيرات التي يجب من  عدد بسيطتعمل على تحديد و

وما يميز هذه التقنية هو أن شجرة  ،قبل غيرهاقي عملية التفريع 

 ً  . [6] التفريعات تكون صغيرة نسبيا

نهجًا جديداً لتقليل التعقيدات في  Munapoمؤخراُ اقترح 

، (knapsack linear Int) لحل مشكلة (B&B)خوارزمية 

 (LP)إذا كان الحل الأمثل للبرمجة الخطية  (B&B)ففي طريقة 

عدداً صحيحًا، فسيكون الحل الأمثل لمشكلة العدد الصحيح 

متاحًا، وإذا لم يكن كذلك فيتم تحديد متغير ذو قيمة كسرية لإنشاء 

مشكلتين فرعيتين، بحيث يتم تجاهل هذا الجزء من المنطقة 

(، تتكرر العملية على جميع Feasible Region) الممكنة

 المتغيرات ذات القيم الكسرية حتى يتم إيجاد الحل الصحيح، وفي

نهجه هذا يتم إنشاء مجموع متغير وقيود إضافية وإضافتها إلى 

. من أجل تحسين [7] المشكلة الأصلية قبل البدء في حلها أصلاً 

قنيات التعلم (، مؤخرًا تم إدخال تB&Bسرعة خوارزميات )

(Learning)،[8] كاء الاصطناعي في حل ذوهي تعني إدخال ال

 هذه الخوارزميات.

، آلية عمل هذه الطريقة (2022درس الشيخ وآخرون )وأخيراً 

ذو الكسر الأكبر أو الأصغر( المستخدم )وتأثير اختيار المتغير 

كأساس في عملية التفريع على عدد المشاكل الفرعية المتولدة من 

ملية التفريع، وتبين أنه ليس من الضرورة أن تتساوى عدد ع

المشاكل الفرعية عند الاختلاف في استخدام المتغير المستخدم 

في عملية التفريعات، وأنه لا توجد قاعدة ثابتة لتحديد المتغير 

 [9]المناسب لذلك.

تحليل آلية تحرك نقطة حل المشكلة الرئيسية إلى نقطتي  .6

 يتينحل المشكلتين الفرع

حتى نتمكن من تحليل آلية حركة نقطة الحل وتحركها إلى نقطتي 

، نجد ضرورة (B&B)حل المشكلتين الفرعيتين في طريقة 

طريقة. فالفكرة الكامنة لتوضيح الفكرة الرئيسية لآلية عمل هذه ال

( شكل متبايناتوراء عمل هذه الطريقة هو إضافة قيدان )على 

ث يحمل القيد الأول علامة أحد متغيرات المشكلة، بحي على

، ويكون الطرف الأيمن لهذا القيد هو (≤)أصغر من أو يساوي 

الحل الأمثل للمشكلة  دقيمة العدد الصحيح لهذا المتغير عن

ويكون ( ≥)الرئيسية، ويحمل القيد الثاني علامة أكبر أو يساوي 

ً للقيمة الصحيحة للمتغير زائد الواحد  الطرف الأيمن مساويا

، وذلك لاستبعاد الحل الأمثل للمشكلة الرئيسية من بين  الصحيح

الحلول الممكنة، وبذلك تنقسم المشكلة الرئيسية إلى مشكلتين 

فرعيتين، فيكُون القيد الأول مع قيود المشكلة الرئيسية المشكلة 

الفرعية الأولى، ويكُون القيد الثاني معها المشكلة الفرعية الثانية، 

مثل للمشكلة الرئيسية خارج منطقة الحلول وبذلك يكون الحل الأ

الممكنة، ومن ثم إيجاد الحل الأمثل لكل مشكلة فرعية على حدة، 

(، Intعلى أمل أن تكون حلول المشاكل الفرعية حلول صحيحة )

نتتبع آلية عمل هذه الطريقة باستخدام الطريقة  ولتوضيح ذلك

هدف استخدام البيانية نفرض المثال )النموذج الرياضي( التالي ب

 هذا المثال في التحليلات التالية: 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2                                      (4) 

𝑆. 𝑇 :  

      4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27                                  (5) 

      3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24                                  (6) 

      𝑥1 , 𝑥2  ≥ 0 and Int     
 QM for)برنامج هذه المشكلة باستخدام الأمثل لحل ال يظهر

Windows V5) :كالتالي 

       34.29  =z          ،2.14  =2x           ،4.29  =1x 
   

( كأساس لعملية التفريع، والذي يعني 1xالمتغير )استخدام ب

، أي استبعاد المنطقة (4.29)استبعاد المنطقة المتضمنة للكسر 

إضافة (، ويتم ذلك عن طريق 4,  5المحصورة بين الرقمين )

( ويكَُون 1x 4 ≥( وهما: )1x)المتغير  على هـذا جديدين قيدين

مع قيود المشكلة الرئيسية المشكلة الفرعية الأولى، وإضافة القيد 

(5 ≥ 1x والذي يكَُون مع قيود المشكلة الرئيسية المشكلة )

 فرعية الثانية، كما يتضح من الشكل التخطيطي التالي:ال

 

 

 

 

 

 

 

 

ويمكن توضيح عملية التفريع هذه بيانياً كما هو موضح بالشكل 

(، فيتضح منه أن انقسام )تفريع( المشكلة الرئيسية إلى 2)

مشكلتين فرعيتين، وذلك باستبعاد المنطقة المتضمنة للحل الأمثل 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 

   𝑆𝑇: 
       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

             𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 
x

1 
≤ 5 x

1 
≥ 4 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 

   𝑆𝑇: 
       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

      𝑥1                  ≤ 4 

               𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 

   𝑆𝑇: 
       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

      𝑥1                  ≥ 5 

               𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 
 

إلى مشكلتين فرعيتين( مخطط لتفريع النموذج الرياضي 1الشكل )  
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المنطقة  ، وبهذا أصبحت(Non-intللمشكلة الرئيسية )

منطقة الحلول الممكنة  تمثل (d,e,f,g) المحصورة بين النقاط

( a,b,cالمنطقة المحصورة بين النقاط )وللمشكلة الفرعية الأولى 

 ومنطقة الحلول الممكنة للمشكلة الثانية. هي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

على حِدةَ بإحدى فرعية يتم حل كل مشكلة بعد عملية التفريع 

الأساليب المستخدمة في حل مشاكل البرمجة الخطية كطريقة 

((Simplex  ًوبنفس الطريقة يتم تجزئة هاتان المشكلتان ، مثلا

الفرعيتان إذا تبين أن حلولهما تحتوي على كسور، وتستمر 

لكل مشكلة فرعية إلا إذا كانت  (Branchingسلسلة التفريع )

وتكُون هذه العملية في و تبين أنها ليس لها حل. أ( Intقيم حلها )

شجرة من المشاكل الفرعية، وتتم عملية المفاضلة بين  مجملها

الحل الأمثل لهذه الشجرة لتحديد  (Intحلول المشاكل الفرعية )

(Int للمشكلة ).لمزيد من التفاصيل حول آلية عمل هذه  الرئيسية

، حيث تبين ون( وآخر2022(، أنظر الشيخ )B&Bالطريقة )

ورقتهم في أن عدد المشاكل الفرعية بشجرة التفريعات لهذا 

قد ( لها Int( مشكلة فرعية، وإن الحل الأمثل )20المثال هي )

( التي iالفرعية الأولى، وتحديداً عند النقطة ) تتضمنه المشكلة

 (.32( وتحقق عائد وقدره )4,  2إحداثياتها )

المشاكل الفرعية )قيم دالة والجدير بالذكر هنا هو أن حلول 

الهدف( تكون أقل جدوى أو على الأقل مساوية لحل المشكلة 

( Non-intالأساسية، وذلك لأن الحل الأمثل للمشكلة الرئيسية )

على الإطلاق، وبالتالي الرئيسية هو الحل الأفضل للمشكلة 

استبعاد هذا الحل )المنطقة المتضمنة له(، يعني أن الحلول 

قل جودة أو مساوية له في أحسن الظروف. وبذلك يمكن المتبقية أ

القول بإنه كلما استمرينا في عملية التفريع فإن قيمة دالة الهدف 

سوف تكون أقل جدوى )تنخفض في حالة التعظيم وتزداد قيمتها 

في حالة التقليل(، بمعنى أن الحلول المتحصل عليها في بداية 

 هـا. تفريع الشجرة تكون أفضل من التي تلي

كما إن الحل الأمثل لكل مشكلة فرعية سيكون أقرب ما يمكن 

للحل الأمثل للمشكلة الرئيسية، لإنه هذا الحل هو أفضل حل 

للمشكلة، وبذلك كلما ابتعدنا عنه سيزداد الحل سوءً، وعليه 

ستكون الحلول المثلى للمشاكل الفرعية على حدود منطقة الحلول 

ط الطرفية(، وأقرب ما يكون لهذا الممكنة لها )على إحدى النقا

( 2الحل. وعند تطبيق هذا على مثالنا السابق، نلاحظ في الشكل )

(،  fإن الحل الأمثل للمشكلة الفرعية الأولى يكون عند النقطة ) 

(، وهما cويكون الحل الأمثل للمشكلة الفرعية الثانية عند النقطة )

 .(hأقرب ما يمكن لنقطة الحل الرئيسية )

سبق يمكن تحليل عملية تحرك نقطة الحل )حركة  ء على ماوبنا

((، بمعنى تحليل سبب انتقالها c( و ) f ( إلى النقطتين )hالنقطة )

(، ومعرفة أي منها سيعطي قيم f  ،c إلى هاتين النقطتين تحديداً )

أفضل لدالة الهدف. إن هذا يتطلب تحليل العوامل أو العناصر 

( إلى احداثيات hنقطة الحل الرئيسية ) المؤثرة في تحرك )انتقال(

 (، وهذه العوامل وهي :f ،c النقطتين )

 في المتغير المستخدم في عملية التفريع. الكسر  مقدار ➢

 حلالنقطة  )القيد( الذي تتحرك عليهميل الخط المستقيم  ➢

 الرئيسية باتجاه حلول المشاكل الفرعية.

 الهدف(.  دالة في)معاملات المتغيرات ميل دالة الهدف  ➢

ونظراً لأهمية هذه العوامل في الإجابة على التساؤلات 

المطروحة في مشكلة هذا البحث، سيتم هنا دراسة وتحليل كافة 

من التفصيل، ووضعها في  ءهذه العوامل كلاً على حدة وبشي

إطار عام بهدف الوقوف على تأثير هذه العوامل مجتمعة على 

ومن تم استخدام هذا في تحديد  الحلول الناتجة عن عملية التفريع،

أي من المشكلتين الفرعيتين )الأوليتين في شجرة التفريعات( 

الواجب تفريعها، بمعنى تحديد المشكلة الفرعية المرشحة والتي 

( للمشكلة الرئيسية، وبالتالي معرفة Intتتضمن الحل الأمثل )

من الحل ضالمشكلة الفرعية الأخرى )غير المرشحة( التي لا تت

(، ومن تم  التوقف عن تفريعها لتوفير الوقت والجهد Intالأمثل )

 في الوصول للحل الأمثل.

 في كأساس بالمتغير المستخدمالكسر  قدارم 1.6

 التفريع يةعمل

( يتم التخلص من الكسور الموجودة في قيم B&Bفي طريقة )

( ≤)الحل الأمثل للمشكلة، عن طريق إضافة قيد يحمل علامة 

تقريب قيمة المتغير )العدد الكسري( للعدد الصحيح مرة ويعني 

ويعني تقريب العدد ( ≥)الأدنى، ومرة أخرى بإضافة قيد يحمل 

الكسري للحد الأعلى، وعلى هذا الأساس يمكن تحديد قيمة الكسر 

في الحالتين، ففي الحالة الأولى )التقريب للحد الأدنى( يكون 

يمكن  الثانيةالحالة مقدار الكسر قيمة الكسر في حداته، وفي 

إضافة قيمة للكسر لتصبح قيمة المتغير عدد صحيح )إضافة 

( Intالحل )

 للمشكلة الرئيسية
 

• 

• 

المشكلتين الفرعيتين والمنطقة المستبعدة من الحل  (2) الشكل

 للمشكلة الرئيسية
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المتمم الحسابي للكسر لتصبح قيمة المتغير عدد صحيح(. وعند 

تطبيق ما ذكر على النموذج الرياضي السابق والذي قيمة الحل 

(، وعليه 4.29( تساوي )1xللمتغير المستخدم في عملية التفريع )

سر في الحالة الأولى )المشكلة الفرعية الأولى( فإن مقدار الك

(، أي أنه سيتم حذف هذه القيمة من قيمة المتغير 0.29يساوي )

(، وفي الحالة الثانية يكون مقدار الكسر 4لتصبح قيمتة تساوي )

(، لتصبح 0.71هو المتمم الحسابي لهذا العدد الكسري وهو )

+  0.71=  5ية )قيمة هذا المتغير في المشكلة الفرعية الثان

 (، ويمكن توضيح تأثير كلا الحالتين كالتالي:4.29

من المتغير المس تخدم ك ساس  ف قيمة الكسرذح حالةفي  -أ ولا 

 في عملية التفريع )المشكلة الفرعية ال ولى(:
إن عملية حذف قيمة الكسر من المتغير المستخدم كأساس لعملية   

المتغير بمقدار قيمة  في قيمة هذا انخفاضالتفريع تعني حدوث 

ً سيؤدي إلى حدوث تغير في قيمة المتغير  الكسر، وهذا طبعا

الأخر، وهذا التغير يمكن أن يكون بالزيادة أو النقصان، وذلك 

بناءً على العلاقة بين هذه المتغيرات )علاقة طردية أو عكسية(. 

( 0.29ففي النموذج المذكور أعلاه، إن عملية حذف قيمة الكسر )

(، ولإن العلاقة بين هذه المتغيرات علاقة 4قيمة المتغير ) لتصبح

 ≤ 24عكسية، التي تمثلها معادلة )قيد( الخط المستقيم )

2x +5.21x3 الذي تتحرك عليه نقطة حل المشكلة الفرعية )

( 0.29( بمقدار )1xالألى، فإن الانخفاض في قيمة المتغير )

 ,  2.14ياتها )( التي إحداثhسيؤدى إلى انتقال نقطة الحل )

(، وستكون احداتياث 2( كما في الشكل ) f ( إلى النقطة )4.29

( تساوي قيمة العـدد بعـد 1x( بالنسبة للمتغير ) f هذه النقطة )

(، أما قيمـته بالنســبة للمتغيــر الثاني 4استبعاد الكســر وهي )

(2x فستزاد، ومقدار هذه الزيادة )عتمـد على العلاقـة بين هذه ي

2x+ 5.2 1x المتغيـرات التي يعكسـها ميـل هذا الخط المستقيم )

 (.  2.5( والذي سيتم توضحه الفقرة القادمة )243 ≥

ضافة المتتم الحسابي لقيمة كسر المتغير المس تخدم  -ثانياا  في حالة ا 

 ك ساس في عملية التفريع )المشكلة الفرعية الثانية(:

ة مساوية تللكسر لتصبح قيمإن عملية إضافة قيمة المتمم الحسابي 

للعدد الصحيح )الحد الأعلى للعدد الكسري(، سيؤدي إلى تغير 

في قيمة المتغير الأخر )بالزيادة أو بالانخفاض( بناءً على العلاقة 

بين هذه المتغيرات. في النموذج  السابق تكون قيمة المتمم 

( تصبح 1x(، وعند إضافة هذه القيمة للمتغير)0.71الحسابي )

ً سيؤدي إلى حدوث 4.29+  0.71=  5يمته )ق (، وهذا طبعا

انخفاض في قيمة المتغير الأخر )العلاقة عكسية(، وكما في 

( c( إلى النقطة )h( فقد انتقلت نقطة الحل من النقطة )2الشكل )

، أما قيمة )5( تساوي )1xالتي تكون احداثيها بالنسبة للمتغير )

ف مقدار هذا الانخفاض على المتغير الثاني فقد انخفضت، ويتوق

العـلاقة بين هذه المتغيرات، والذي يعكسه ميـل المعادلة المتمثلة 

في الخط المستقيم الذي تتحرك عليه نقطة الحل للمشكلة الفرعية 

( وهذا سيتم توضحه في الفقرة 2x+ 4.6 1x4 27 ≥الثانية )

 التالية:

يم ميل الخط المستقمقدار التغير بين المتغيرات ) 2.6

 الحل الفرعية(:الواقعة عليه نقطة 

كما سبببق الذكر أن التغير في مقدار أحد المتغيرات سببيؤدي إلى 

التغير في قيمبة المتغير الأخرى، وهذا يعتمبد على العلاقة بين 

ثاني ) قدار التغير في المتغير ال ( 2xهذه المتغيرات. ولمعرفة م

مة المتغير الأول  حدث تغير في قي نه 1x)إذا  فإ يل (،  جب تحل ي

المعادلة التي تحكم هذه العلاقة )ميل المعادلة(، فإذا كان قيمة 

الميل سببببالبة )الخط المسببببتقيم سببببالب الميل(، فإن العلاقة بينهما 

علاقة عكسية، ويعني أن الزيادة في أحد المتغيرات ستؤدي إلى 

انخفاض المتغير الأخر، والعكس صببببحيح أيضبببباً، أما إذا كانت 

موجبة الميل( فإن الزيادة في أحدهما تؤدي إلى العلاقة طردية )

زيادة الأخر. والسؤال الذي يطرح نفسه هو كم مقدار هذا التغير 

طردية؟ والجدير بالذكر هنا هو  سبببواء كانت العلاقة عكسبببية أو

أن مقدار هذا التغير يعتمد على مقدار هذا الميل، ويمكن توضيح 

 بق كالتالي:ذلك عن طريق تحليل النموذج الرياضي السا

ف قيمة الكسر من المتغير المس تخدم ك ساس ذفي حالة ح -أ ولا 

 في عملية التفريع )المشكلة الفرعية ال ولى(:

( 0.29( بمقدار قيمة الكسر )1xفي حالة انخفاض قيمة المتغير )

( سوف تتحرك إلى hفإن نقطة الحل ) )1x = 4لتصبح قيمته )

خط المستقيم الذي تقع عليه ( وذلك بناءً على ميل ال f ) النقطة

 :المعادلةهذه النقطة والذي تمثله 

)7(                            ≤ 24 2x+ 5.2 1x3  

يل هذه المعادلة بمعلومية نقطتين واقعتين على هذا ويمكن إيجاد م

( بصفر 1xالخط، ويمكن إيجاد احداثيات النقطة الأولى بفرض )

( بصفر وإيجاد قيمة 2x)(، والنقطة بفرض 2xوإيجاد قيمة )

(1xوبهـذا تكون إحداثيا ،)( 0,  4.62طة الأولى )ــالنق ت

(، وعليه يكون ميل الخط 8,  0النقطة الثانية ) توإحداثيا

 المستقيم لهذه المعادلة كالتالي:

Slope =
∆𝑦

∆𝑥
= 

(𝑦1−𝑦2)

(𝑥1−𝑥2)
=

(4.62−0)

(0−8)
=

4.62

−8
=  

0.58

−1
 

( بمقدار وحدة واحدة 1xيعني أن النقص في المتغير )وهذا 

( 1xوبما أن ) 0.58)( بمقدار )2xسيؤدي إلى زيادة المتغير )

 ( سوف يزداد بمقدار:2x( فإن المتغير )0.29انخفضت بمقدار )

−0.29 ×
0.58

−1
= 0.17  

( تساوي القيمة السابقة 2xوبذلك تكون القيمة الجديدة للمتغير )

 (.  (0.17ليها مقدار الزيادة( مضافة إ2.14)

  2.14 + 0.17 = 2.31 
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 2.14داثياتها )ــ( التي احhل )ــة الحــنقط تذا انتقلت إحداثياـله

( والتي تمثل حلاً للمشكلة الفرعية  f( إلى نقطة الحل ) 4.29, 

  .(4,  2.31الأولى والتي إحداثياتها )

ضافة المتتم الحسابي لقيمة كسر الم  -ثانياا  تغير المس تخدم في حالة ا 

 ك ساس في عملية التفريع )المشكلة الفرعية الثانية(:

( 1x( للمتغير)0.71)في هذه الحالة، يتم إضافة المتمم الحسابي 

(، وبهذا تتحرك نقطة الحل 4.29( بدلاً من )5ليصبح يساوي )

(h( إلى نقطة الحل )c)الحل للمشكلة الفرعية الثانية،  ، وهي نقطة

 المستقيم الذي تمثلة المعادلة:خط وهي واقعة على ال

)8(                     ≤ 27 2x+ 4.6 1x4 

بفرض  ، وذلكقة يتم إيجاد ميل هذه المعادلةوبنفس الطريقة الساب

(1x( مرة بصفر ونوجد )2x وبالعكس في المرة الثانية، وبهذا )

(، واحدثيات النقطة 0,  5.87النقطة الأولى ) تتكون إحداثيا

(. وبهذا يكون ميل الخط المستقيم لهذه المعادلة 6.75,  0الثانية )

 كالتالي:

   
∆𝑦

∆𝑥
=  

(𝑦1−𝑦2)

(𝑥1−𝑥2)
=

(5.87−0)

(0−6.75)
=

5.87

−6.75
=  

0.87

−1
 

( فإن 0.71( بمقدار )1xوهذا يعني أن الزيادة في المتغير )

 ( سوف ينخفض بمقدار:2xالمتغير )

0.71 ×
0.87

−1
= −0.62  

 ( تساوي:2xوبذلك تكون القيمة الجديدة للمتغير )

  2.14 − 0.62 = 1.52 

( إلى نقطة الحل للمشكلة الفرعية hلهذا انتقلت النقطة الحل )

 (. 5,   1.52( والتي إحداثياتها )cالثانية )

نلاحظ أنه في الحالة الأولى )المشكلة الفرعية الأولى( تم 

(، 4.29) ( والذي قيمته1xالتخلص من كسر المتغير الأول )

( لتصبح قيمة المتغير تساوي 0.29ف مقدار الكسر )ذوذلك بح

( ليزداد بمقــدار 2x(، وهذا أدى إلى تغير قيمة المتغير الثاني )4)

انتقلت نقطة حـل  (، وبهـذا2.31( وتصبــح قيمتـه )0.17)

 (4.29,  2.14( التي إحداثياتها )hة )ـالمشكلة الرئيسية من النقط

 2.31التي إحداثياتها ) ( f) إلى نقطة حل المشكلة الفرعية الأولى 

 ,4.) 

في الحالة الثانية )المشكلة الفرعية الثانية( تم التخلص من الكسر 

(، لتصبح 0.71) ( بإضافة المتمم الحسابي1xفي المتغير الأول )

( 2x(، وهذا أدى إلى حدوث انخفاض في قيمة المتغير )5قيمته )

انتقلت نقطة حل  (، وبهذا1.52لتصبح قيمته ) (0.62بمقدار )

( إلى نقطة حل المشكلة الفرعية hالمشكلة الرئيسية من النقطة )

 (. 5,  1.52التي إحداثياتها ) (c)الثانية 

إن ما ذكر أعلاه يوضح حلول المشاكل الفرعية المتولدة نتيجة 

حة القرارية عند تحويلها إلى قيم صحي اتالتغير في المتغير

(Int إلا أن التحليل السابق لا يوضح ما مدى الجدوى من هذه ،)

الحلول )قيمة دالة الهدف عند حلول المشاكل الفرعية(، ولكي 

نتمكن من تحديد أي من هذه الحلول هو الأفضل، وبالتالي معرفة 

أي من المشاكل الفرعية التي التي تمثل المشكلة المرشحة والتي 

تفريعها، والأخرى التي يجب التوقف  يجب الاستمرار في عملية

عن تفريعها، فإن الأمر يتطلب تحليل دالة الهدف وتأثير هذه 

 التغيرات عليها، وهذا ما سيتم دراسته في الفقرة التالي:

 متغيرات القرارية بدالة الهدفالقيم معاملات 3.6

 لدالة الهدف(ميل الخط المستقيم )

يل السبببببببابق من مع ياتمكنا عن طريق التحل حلول  ترفة إحداث

المشببباكل الفرعية الناتجة عن التغير في قيمة المتغير المسبببتخدم 

في عملية التفريع، والسبببببؤال الذي يطرح نفسبببببه هو، هل يمكن 

معرفة ما مدى تأثير هذا التغير على قيمة دالة الهدف؟ ومن تم 

تقييم هذه الحلول لمعرفة أي منها هو الأفضببببببل؟ ويمكن الإجابة 

ؤال بنعم، بعد تحليل التناسببببببب في معاملات دالة على هذا السبببببب

 الهدف، ويمكن توضيح ذلك كالتالي:

من المتغير المس تخدم ك ساس  ف قيمة الكسرذح حالةأ ولا: في 

 في عملية التفريع )المشكلة الفرعية ال ولى(:

في هببذه الحببالببة يتم حببذف الجزء الكسببببببري من قيمببة المتغير 

النموذج الرياضبببي السبببابق  ، ففي(≤)بإضبببافة قيد يحمل علامة 

( وتم 4.29( تسبببببببباوي )1xمثلاً كببانببت قيمببة المتغير الأول )

(، وهذا أدى إلى زيادة 4( لتصبح قيمته )0.29تخفيضه بمقدار )

(، وبهذا يكون الحل 2.31ليصبح ) (0.17)( بمقدار 2xالمتغير )

(، وبأخذ دالة 4،  2.31الأمثل للمشببببببكلة الفرعية الأولى هو )

 لاعتبار دالة الهدف وهي:االهدف في 

)9(                     2x+ 6 1x) = 5z( Max 

( سبببيؤدي 0.29( يسببباوي )1xخفاض في المتغير )مقدار الانإن 

إلى انخفاض في دالة الهدف بمقدار يسبببببباوي مقدار الانخفاض 

(، 5( مضببروبة في معامل المتغير في دالة الهدف وهو )0.29)

 ساويوعليه سيكون مقدار الانخفاض ي

˗0.29 × 5 = ˗1.45 

( سببببببتحدث زيادة في المتغير 1xومقابل الانخفاض في المتغير)

(2x( بمقدار )وهذا طبعاً سببببببيؤدي إلى زيادة في دالة 0.17 ،)

 الهدف كما يلي: 

0.17 × 6 = 1.02 

( في دالة الهدف أكبر من 1.45˗ونظراً لإن مقدار الانخفاض )

قدار الزيادة ) ل1.02م مة دا لة (، سببببببتكون قي هدف للمشببببببك ة ال

، وبهذا (h( أقل من سبببببببابقتها ) f )الفرعية الأولى عند النقطة 

 ( تساوي: f )تكون قيمة الحل عند للمشكلة الفرعية 

34.29 ˗1.45 + 1.02 = 33.86 
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س تخدم  -ثانياا  سر المتغير الم سابي لقيمة ك ضافة المتتم الح في حالة ا 

 ك ساس في عملية التفريع )المشكلة الفرعية الثانية(:

( لتصببببح قيمة 0.71في هذه الحالة تم إضبببافة المتمم الحسبببابي )

(، وهذا أدى إلى انخفاض في المتغير 5( تسبببببباوي )1xالمتغير )

(2x( بمقدار )1.52( ليصبببح )0.62) وبهذا يكون الحل الأمثل ،

(، وبأخذ دالة الهدف في 5، 1.52الفرعية الأولى هو )للمشببببكلة 

 الاعتبار وهي:

)(10                     2x+ 6 1x) = 5z( Max 

( سيؤدي إلى الزيادة 0.71ة في المتغير الأول )فإن مقدار الزياد

في دالة الهدف تسبببباوي مقدار هذه الزيادة مضببببروبة في معامل 

 ( وتساوي:5لمتغير في دالة الهدف )ا

0.71 × 5 = 3.55 

فإن الزيادة في المتغير الأول ) بل  ( سببببببيؤدي إلى 1xوفي المقا

(، وهذا طبعاً سبببببيؤدي 0.62( بمقدار )2xانخفاض في المتغير )

لة الهدف، وهذا الانخفاض يمكن حسبببببببابه  إلى انخفاض في دا

 كالتالي: 

˗0.62 × 6 = ˗3.72 

(، ومن جهة أخرى 3.55لهدف زادت بمقدار )ونظراً لإن دالة ا

( c)(، فإن قيمة دالة الهدف عند النقطة 3.72˗انخفضت بمقدار )

 تساوي:

 34.29 +3.55˗3.72 = 34.12                                    

لة الفرعية الأولى وحل  نا أن كلا الحلين )حل المشببببببك يتبين ه

( بسببببببب قيم حل Intل )المشبببببكلة الفرعية الثانية( لم يكونا حلو

قيم  (1x)في كلا الحلين كبببانبببت قيم و، (2x)المتغير الثببباني 

(، int-Nonقيم غير صحيحة ) (2x)(، وقيم 5( و )4صحيحة )

( أفضبببل 34.12كما تبين أن قيمة حل المشبببكلة الفرعية الثانية )

(، وكلاهما أقل 33.86)من قمة حل المشببببببكلة الفرعية الاولى 

سية وهو ) (Non-int)من الحل الأمثل  (، 34.29للمشكلة الرئي

يد دوالجدير بالذكر هنا أنه يمكن الاستفادة من هذا التحليل في تح

اتجاهات التفريع، وتحديد أي من المشببببببباكل الفرعية يمكن أن 

( للمشببكلة Intتكون المشببكلة المرشببحة وتتضببمن الحل الأمثل )

 الرئيسية، وذلك كما سيتضح في الفقرات التالية. 

تفادة من تحليل حركة نقطة الحل في تحديد المشكلة الاس .7
 الفرعية المرشحة للتفريع:

دراسة التحليل السابق للاستفادة منه في  سيتمفي هذه الفقرة 

إمكانية تحديد المشكلة الفرعية المرشحة للتفريع، بمعنى تحديد 

للمشكلة ( Intالمشكلة الفرعية المتوقع احتوائها للحل الأمثل )

وبالتالي عدم الاستمرار في تفريع المشكلة الفرعية  الرئيسية،

عدم إحتوائها على الحل لوالتي لا جدوى من تفريعها ، الأخرى

(، وذلك لتقليل عدد فروع شجرة التفريعات، بهدف Intالأمثل )

الوصول للحل الأمثل بأقل عدد ممكن العمليات الحسابية لتوفير 

 ك كالتالي: الوقت والجهد في ذلك، ويمكن القيام بذل

لمشكلة با (Int)إمكانية الحصول على حل  -أولاً

أو زيادة المتمم الفرعية عند تخفيض قيمة الكسر 

الحسابي مقابل الزيادة أو الانخفاض في المتغير الأخر 

 بوحدة واحدة

سيتم دراسة المشكلتين الفرعيتين، لمعرفة ما مدى إمكانية  هنا

الفرعية، فقيم الحل  ( في هذه المشاكلIntالحصول على حل )

( في كلا المشكلتين Intللمتغير المستخدم في التفريع تكون )

وبالتالي عند زيادة قيمة المتمم الحسابي للمتغير الفرعيتين، 

وتخفيض المتغير الأول وحدة واحدة، هل  (Intليصبح )الأخر 

ستكون هذه النقطة من ضمن الحلول الممكنة للمشكلة الفرعية 

لمقابل )المشكلة الفرعية الثانية( هل حذف الكسر الأولى؟ وفي ا

من المتغير الثاني وإضافة وحدة واحدة للمتغير الأول سيولد حلاً 

ممكنا؟ً ولكي نتمكن من توضيح هذا، سنستخدم هنا المثال السابق 

 في كلا المشكلتين الفرعيتين كالتالي:

المشكلة  في (2x)الثاني المتمم الحسابي للمتغير  ا ضافة  حالةفي (1

 وحدة واحدة: (1x) المتغير ضالفرعية ال ولى وتخفي

 2.14ية )ــلة الرئيسـثل للمشكـل الأمــابق كان الحـفي المثال الس

(، وتم 1xلة على أساس المتغير )ـريع المشكـوتم تف(، 4.29, 

(، 1x 4 ≥د الأول )ــافة القيــبإض رعية الأولىـتفريع المشكلة الف

ت السابقة سيكون الحل الأمثل لهذه المشكلة وبناءً على التحليلا

  الفرعية كالتالي:

( عند الحل الأمثل للمشكلة الفرعية 1xستكون قيمة المتغير )

(، لإن حل هذه المشكلة سيكون على أحد النقاط 4تساوي )

لنقطة الحل  ن(، فهو أقرب ما يكو1x 4 ≥الطرفية للمتباينة )

لى التحليلات السابقة يمكن وبناءَ عالأمثل للمشكلة الرئيسية، 

 (z( وقيمة دالة الهدف لهذا الحل )2xإيجاد قيمة )

= 33.86  z   ،   = 2.31  2x    ،  =  4  1x 

(  4،  2.31وبهذا يكون الحل الأمثل للمشكلة الفرعية الأولى )

والجدير بالذكر أن قيمة (. 33.86وتحقق دالة الهدف عنده )

(، 2.31( تساوي )2xوقيمة )( 4( قيمة صحيحة )1xالمتغير )

 والسؤال الذي بصدد الإجابة عليه هنا الفقرة هو:

2x 3دد صحيح )ــبح عـ( لتص0.69( بمقدار )2xهل زيادة قيمة )

(، 3( بمقدار وحدة  واحدة لتصبح )1x(، وتخفيض  قيمة ) =

 ( أم لا ؟ Feasibleتحقق حل ممكن )

الحلول  ستكون داخل منطقة (3,  3)بمعنى هل نقطة الحل 

 الممكنة للمشكلة الفرعية الأولى؟

إن الإجابة على هذا السؤال يمكن أن تساعدنا في معرفة آلية 

التفريع )المشكلة الفرعية المرشحة للحل والتي يجب الاستمرار 

في تفريعها والأخرى التي يجب التوقف عن تفريعها(. إن 
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 ليةالتحليلات السابقة )تحليل تحرك نقطة الحل في تحديد عم
على  ابةجللإالتفريع( يمكن استخدامها والاستفادة في الوصول 

 هذا السؤال، وذلك كالتالي:

= 0.692 x ∆⸪ 

)القيد( الذي يقع عليه حل المشكلة الفرعية المعادلة ميل  ⸪

3𝑥1الأولى ) + 5.2𝑥2 ≤  - 0.58 يساوي( 24

( سيؤدي إلى انخفاض 0.69بهذا المقدار ) 2xالزيادة في  ⸫

(1x∆ ) 1في المتغيرx :كما يلي 

∆𝑥1 =
∆𝑥2

𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒
=

0.69

−0.58
= −1.20 

أكبر من الواحد فهذا يعني أن نقطة ( 1x)وبما أن الانخفاض في 

( ستكون خارج منطقة الحلول الممكنة للمشكلة 3,  3)الحل 

 (.3الفرعية الأولى، كما هو مبين في الشكل )

ادلة المشكلة الفرعية الأولى ويمكن اثبات ذلك بالتعويض في مع

(3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ الناتج (، وسيكون 3,   3النقطة )عن  (24

( لهذا تكون النقطة 24( اكبر من الطرف الأيمن للمعادلة )24.6)

 ( خارج منطقة الحلول الممكنة.3,  3)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

في  (2x)الثاني للمتغير  تخفيض قيمة الكسر ( في حالة2

 وحدة واحدة: (1x)المتغير زيادة و  ثانيةالفرعية ال المشكلة 

تكونت قد  (الثانية)المشكلة الفرعية فإن بنفس المنطق السابق، 

(، 1x 5 ≤الذي تمثله المتباينة ) (القيد الثاني) قيد جديد إضافةب

  وعليه يمكن إيجاد الحل الأمثل للمشكلة الفرعية الثانية كالتالي:

عند الحل الأمثل للمشكلة الفرعية ( 1xستكون قيمة المتغير )

(، لإن حل هذه المشكلة سيكون على أحد النقاط 5تساوي )

(، لأنه الأقرب لنقطة الحل الأمثل 1x 5 ≤الطرفية للمتباين )

وبناءَ على التحليلات السابقة يمكن إيجاد قيمة للمشكلة الرئيسية، 

(2x( وقيمة دالة الهدف لهذا الحل )z:كما يلي ) 

= 34.12  z   ،   = 5  1x    ،   52.1  = 2x 

( 5، 1.52وبهذا يكون الحل الأمثل للمشكلة الفرعية الثانية )

وبما أن قيمة المتغير (، 34.12وتحقق دالة الهدف عند هذا الحل )

(1x( قيمة صحيحة تساوي )2( وقيمة )5x( تساوي )1.52 ،)

 :هنا هو ليهلإجابة عا يجبالسؤال الذي 

 ته( لتصبح قيم0.52( وهو )2xكسر للمتغير )هل تخفيض قيمة ال

(1=  2x( وزيادة قيمة ،)1xبمقدار وحدة  واحدة لتصبح ) قيمته 

( ستكون 6,  1بمعنى هل نقطة ) (، تحقق حل ممكن  أم لا ؟6)

 داخل منطقة الحلول الممكنة للمشكلة الفرعية الثانية؟

ة ذلك باستخدام ذات التحليل السابق )بالمشكلويمكن معرفة 

 الفرعية الأولى(، وذلك كما التالي:

0.52 -= 2 x∆⸪ 

ميل القيد )المعادلة( الذي تقع عليه حل المشكلة الفرعية الثانية  ⸪

(4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤   0.87 يساوي( 27

 :(1x)( سيؤدي إلى زيادة 0.52) ( بمقدار2x)الانخفاض في  ⸫

∴ ∆𝑥1 =
∆𝑥2

𝑠𝑙𝑜𝑝𝑒
=

−0.52

−0.87
= 0.60 

اقل من الواحد فهذا يعني أن نقطة الحل  (1x)ا أن الزيادة في وبم

( خارج منطقة الحلول الممكنة للمشكلة الفرعية الثانية، 6,  1)

 (.3كما هو مبين في الشكل )

(  في معادلة 6,   1ويمكن اثبات ذلك بالتعويض عن النقطة )

4𝑥1)المشكلة الفرعية الأولى  + 4.6𝑥2 ≤ 27) 

)الطرف الإيمن( لهذا  27من  أكبروهو  29.2ج وسيكون النات

 ( ستكون خارج منطقة الحلول الممكنة.6,  1فإن النقطة )

إن الإجابة عن الأسئلة السابقة تؤدي إلى ظهور ثلاثة حالات 

يمكن الاستفادة منها في تحديد المشكلة الفرعية المرشحة لحل 

ة الفرعية مشكلة الرئيسية، وبالتالي التوقف عن تفريع المشكلال

 الأخرى، ويمكن توضيح هذه الحالات كالتالي: 

 ( في كلا المشكلتين الفرعيتين:Intعدم وجود حل ) (أ  

ا في الفقرة متم الإشارة إليه اللذينفي هذه الحالة كلا الحلين 

السابقة يكونا خارج منطقتي الحلول الممكنة للمشاكل الفرعية، 

يجسد هذه الحالة. والمثال السابق )النموذج الرياضي السابق( 

بيانياً، حيث  النموذجهذا ( الذي يجسد 3ويتضح ذلك من الشكل )

( المعنية، خارج منطقتي الحلول Intيتبين فيه أن الحلول المثلى )

الممكنة للمشاكل الفرعية، فحل المشكلة الفرعية الأولى والذي 

، والناتج من إضافة  (3,  3حداثياتها )إ( التي 3aتمثله النقطة )

(، وتخفيض وحدة 3لتصبح قيمته ) (2x)( إلى المتغير 0.71)

( هو حل خارج منطقة 3( لتصبح قيمته )1xواحدة من المتغير )

ذلك  اتباثالحلول الممكنة للمشكلة الفرعية الأولى، ويمكن أن 

4 x1 +4.6 x2 ≤ 27  

 

3x1 +5.2 x2 ≤24  

 

-0
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0.60 ≥ 1 
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b3 
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الفرعية الثانية 

(b)  
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0.69 

المشكلة الفرعية 

  (a)الأولى 

a3 

. 

 

1.20 ≤ 1  

 في كلا المشكلتين الفرعيتينمرشح ( Intدم وجود حل )ع (3) الشكل
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(  في متباينة المشكلة الفرعية 3,   3من خلال التعويض بالنقطة )

3𝑥1)الأولى  + 5.2𝑥2 ≤ ( 24.6حيث يكون الناتج ) ،(24

(، بمعنى أنه لا يحقق 24وهو اكبر من الطرف الأيمن للمتباينة )

 الشرط، لهذا تكون هذه النقطة خارج منطقة الحلول الممكنة.

وكذلك الأمــر بالنسـبة للمشكلة الفـرعية الثانية، فيتبين من الشكل 

 (، وهي6,  1)( وإحداثياته 3b( الذي تمثـلة )Int( أن الحـل )3)

( لتصبح 0.52بمقدار كسره ) (2x)ناتجه من تخفيض المتغير 

( وحدة واحدة لتصبح 1x(، وزيادة قيمة المتغير الأول )1قيمته )

(، هو أيضاً خارج منطقة الحلول الممكنة للمشكلة 6قيمته )

(  6,   1لنقطة )عن التعويض بالفرعية الثانية، ويمكن أثبات ذلك 

4𝑥1)عية الثانية في معادلة المشكلة الفر + 4.6𝑥2 ≤ 27) ،

لمتباينة ل( وهو اكبر من الطرف الأيمن 29.2)حيث يكون الناتج 

 (، أي أنه لا يحقق هذا الشرط، لهذا يعتبر حل غير ممكن.27)

( في كلا المشكلتين الفرعيتين Intير بالذكر هنا أن الحلول )دوالج

تحديد المشكلة الاستفادة من خارج الحلول الممكنة، لا يمكننا 

الفرعية المرشحة للحل، وبالتالي في هذه الحالة يجب الاستمرار 

 تفريع كلا المشكلتين الفرعيتين. في 

 ( في كلا المشكلتين الفرعيتين:Intحل ) وجود (ب

حتى نتمكن من توضيح هذه الحالة والتي هي على العكس تماماً 

الحلين المعنيان من الحالة السابقة، أي أنه في هذه الحالة يكونا كلا 

داخل منطقة الحلول الممكنة، ولتوضيح هذه الحالة نفرض المثال 

النموذج السابق للحالة السابقة، إلا أنه تم التالي، وهو نفس 

 يمن للقيود وبذلك يكون النموذج كالتالي:مضاعفة الطرف الأ

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2                    (11) 

   𝑆𝑇: 

       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 54                  (12) 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 48                  (13) 

             𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 ( لهذا النموذج هو:Non-intإن الحل الأمثل )

 (= 68.57 z       ،  = 4.29 2x        ،     = 8.571 x) 

( 1x)باستخدام المتغير  وبناءً على هذا الحل فإن عملية التفريع 

 ستتم بإضافة القيدين التاليين:

𝑥1    ≤ 8 

𝑥1    ≥ 9 

يتبين أن حلول المشاكل  ينديعند حل هذا النموذج مع القيدين الجد

 الفرعية هي كالتالي:

 الحل الأمثل للمشكلة الفرعية الأولى:

 (67.69=  z       ،     62 = 4. 2x        ،     = 81 x) 

 لأمثل للمشكلة الفرعية الثانية:الحل ا

 (= 68.48 z            ، 3.91 =  2x          ،     = 91 x) 

(، فإنه يتبين أن 4عند تمثيل هذا النموذج بيانياً كما في الشكل )

( 3aالحل المعني بالمشكلة الفرعية الأولى والذي تمثله النقطة )

 (2x)لى المتغير ( إ0.38، والناتج من إضافة )(7,  5)وحداثياته 

( 1x(، وتخفيض وحدة واحدة من المتغير )5لتصبح قيمته )

( داخل منطقة الحلول الممكنة للمشكلة الفرعية 7لتصبح قيمته )

,   5التعويض بالنقطة )الأولى، ويمكن أثبات ذلك جبرياً، وذلك ب

3𝑥1)(  في متباينة المشكلة الفرعية الأولى 7 + 5.2𝑥2 ≤

(، أي أنه يرضي 48( وهو اقل من )47لناتج )حيث يكون ا (48

هنا إلى أن الزيادة  ةوتجدر الإشار هذا القيد،  لهذا فهو حل ممكن.

( 0.66بمقدار ) (1x)( أدى إلى انخفاض 0.38بمقدار ) (2x)في 

 (.7.34تساوي ) (1x)لتصبح قيمة 

( الذي 3bوكذلك الأمر في المشكلة الفرعية الثانية، فالحل )

بمقدار  (2x)وهو ناتج من تخفيض المتغير   (10,   3)إحداثياته 

(، وزيادة قيمة المتغير الأول 3( لتصبح قيمته )0.91كسره )

(1x( وحدة واحدة لتصبح قيمته )هو من ضمن الحلول 10 )

من الممكنة للمشكلة الفرعية الثانية، ويمكن تبيان ذلك رياضياَ  

شكلة الفرعية (  في قيد الم10,   3خلال التعويض بالنقطة )

( 4𝑥1)الثانية  + 4.6𝑥2 ≤  (53.8يكون الناتج )حيث   54

(، أي أنه يرضي هذا القيد، 54وهو اقل من الطرف الأيمن للقيد )

ً إلى أن  وبالتالي يعتبر حل ممكن أيضاً. ويمكن الإشارة أيضا

بمقدار  (1x)( أدى إلى زيادة 0.91بمقدار ) (2x)الانخفاض في 

 (.10.05تساوي ) (1x)ة ( لتصبح قيم1.05)

وبذلك يكونا هذان الحلين حلول ممكنة )كلاً منها داخل منطقة 

ً لا يمكننا  الحلول الممكنة لمشكلة الفرعية(. وهذه الحالة أيضا

الاستفادة منها في تحديد المشكلة الفرعية )المرشحة(، وبالتالي 

 يجب الاستمرار في تفريع كلا المشكلتين الفرعيتين. 
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 في كلا المشكلتين الفرعيتينمرشح ( Intوجود حل ) (4) الشكل

  (b)نقاط المشكلة الفرعية الثانية (a)نقاط المشكلة الفرعية الأولى   
 Z حداثياتهاا النقطة  Z   احداثياتها النقطة
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 وجوده في ال خرى وعدم فرعية شكلةب ( Intوجود حل ) (ج
 ولتوضيح هذه الحالة نفرض النموذج الرياضي التالي:

     𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 8𝑥2                    (14)      
    𝑆𝑇: 
       4.2𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 54                    (15) 
       3𝑥1  +   5.2𝑥2 ≤ 45                     (16) 

 ( لهذا النموذج هو:Non-int) مع العلم بأن الحل الأمثل

(= 72.78 z          ،     = 3.36 2x        ،     = 9.181 x) 

( 1x)وبناءً على هذا الحل فإن عملية التفريع باستخدام المتغير 

 ستتم بإضافة القيدين التاليين:

𝑥1  ≤ 9       ،         𝑥1  ≥ 10  

 عند حل هذا النموذج يتبين أن حلول المشاكل الفرعية كالتالي: 

 (z     ،=3.46 2x  ،  = 91 x 72.68=لمشكلة الفرعية الأولى: )ا

 (z    ،=2.61 2x    ، = 101 x 70.88=لمشكلة الفرعية الثانية: )ا

(، يتبين 5عند تمثيل هذا النموذج بيانياً يظهر كما في الشكل )

( المعني في المشكلة الفرعية الأولى والذي تمثله Intالحل ) أن

( 0.54، وهو ناتج من إضافة ) (8,  4حداثياتها )ا( و3aالنقطة )

(، وتخفيض وحدة واحدة من 4لتصبح قيمته ) (2x)إلى المتغير 

( هو داخل منطقة الحلول الممكنة 8( لتصبح قيمته )1xالمتغير )

عن طريق التعويض كن اثبات ذلك  للمشكلة الفرعية الأولى، ويم

(  في المتباينة المحددة للمشكلة الفرعية الأولى  8,   4بالنقطة ) 

(3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ ( وهو اقل 44.8حيث يكون الناتج ) (45

  .(حل ممكن) (، أي أنه يرضي الشرط45من الطرف الأيمن )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2)( وإحداثياته 3bانية )أما الحل المعني في المشكلة الفرعية الث

( 61.0بمقدار ) (2x)وهو ناتج من تخفيض المتغير  (11, 

( وحدة واحدة لتصبح 1x(، وزيادة قيمة المتغير )2ليصبح )

( هو حل خارج منطقة الحلول لهذه المشكلة، ويمكن اثبات 11)

بالتعويض عن هذه النقطة في المتباينة المحددة للمشكلة ذلك 

4.2𝑥1)الفرعية الثانية  + 4.6𝑥2 ≤ ، حيث يكون الناتج (54

(، وهذا يعني 54( وهو أكبر من الطرف الأيمن للمتباينة )55.4)

 أنه لا يرضي القيد )حل غير ممكن(.

الجدير بالذكر هنا هو أنه يمكن الاستفادة من هذه الحالة )وجود 

في تحديد ( في مشكلة فرعية وعدم وجودة في الأخرى( Intحل )

 وبالتاليلفرعية المرشحة للحل )التي يجب تفريعها المشكلة ا

التوقف عن تفريع المشكلة الفرعية الأخر(، إلا أنه ليس دائماً 

ويمكن تحديد الحالات التي يمكن يمكن الاستفادة من هذه الحالة، 

 :الاستفادة منها هنا وذلك بتتبع الخطوات التالية

يجاد أ فضل حل ) -أ ولا  ة الفرعية ( بالمشكلa*( متاح )Intا 

 المرشحة ل حتواء الحل ال مثل 

، عن (a*)( متاح Intفي هذه الخطوة يتم تحديد أفضل حل )

طريق إجراء مقارنة بين الحل المرشح لأن يكون الحل الأمثل 

(Int ( للمشكلة والذي تم تحديده في الخطوة السابقة )الذي تمثله

شكلة (( مع الحل الأمثل لذات الم5( في الشكل )3aالنقطة )

منه، وحتى نستطيع توضيح هذا،  الفرعية بعد استبعاد الكسور

نطبق ما ذكر على النموذج السابق، حيث كان الحل الأمثل 

(، وبعد استبعاد الكسور 9،  3.46للمشكلة الفرعية الأولى هو )

( في الشكل 4a(، والذي تمثله النقطة )3،  9منه اصبح يساوي )

 ة كالتالي:(، وبذلك تكون عملية المقارن5)

( أفضل من قيمتها عند النقطة 3aإذا كانت دالة الهدف للنقطة )

(4a( نجعل ،)3a =*a ( غير ذلك نجعل ،)4a =*a.) 

(، حيث 4aل من )ــ( أفض3aظ أن )ــال نلاحـذا المثـــوفي ه

بينما قيمة ، ( 72اوي )ـــ( تس3aكانت دالة الهدف عند النقطة )

ل ــ(، وبذلك نجع69اوي )ــ( تس4a) طةـــد النقــدف عنــدالة اله

(3a =*a .) 

( بدالة الهدف للحل aZ*( متاح )Intمقارنة أ فضل حل ) -تانياا 

 ال مثل للمشكلة الفرعية غير المرشحة للحل

 إن إجراء عملية المقارنة هذه سينتج عنها أحد الحالتين التاليتين:
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  (b)نقاط المشكلة الفرعية الثانية (a)نقاط المشكلة الفرعية الأولى 

 Z احداثياتها النقطة Z     احداثياتها النقطة

a1 (3.46  ,9) 72.68 b1 (2.61  ,10) 70.88 

a2 (4  ,7.93) 71.65 b2 (2  ,10.67) 69.35 

a3 (4  ,8) 72 b3 (2  ,11) 71)غير ممكنة( 

a4 (3  ,9) 69    

 

0.54 

4.2x1 +4.6 x2 ≤ 54 

 

1.07 ≤ 1 

3x1 +5.2 x2 ≤ 45 

 

. . 
. 

2b b1 

a3 
b3 

. . 61.0- 
المشكلة 

الفرعية 

  (a)الأولى 

a1 
المشكلة الفرعية 

  (b) الثانية
0.67 ≥ 1 

a4 

2a  
. 
 

 مشكلة فرعية وعدم وجوده في الأخرىب( Intوجود حل ) (5) الشكل

. 
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 ( أ فضل من دالة الهدفa*دالة الهدف لــ )عندما تكون  (أ  

 للحل ال مثل للمشكلة الفرعية غير المرشحة للحل

أفضل من الحل الأمثل للمشكلة ( a*)لــ عندما تكون دالة الهدف 

( بالمشكلة Intالفرعية غير المرشحة، فهذا يعني أن الحل )

( للمشكلة Non-intالفرعية المرشحة أفضل من الحل الأمثل )

( من Intلى حل )الفرعية الأخرى، وبالتالي لا يمكننا الحصول ع

، لإنه من أجل (a*)( يكون أفضل من الحل int-Nonهذا الحل )

( يجب الاستمرار في تفريع هذه Intالحصول على حل )

المشكلة، والاستمرار في عملية التفريع يعني حدوث انخفاض 

في دالة الهدف، بمعنى إن أي حل نحصل عليه من عملية التفريع 

ي تم الحصول عليه في المشكلة الذ (a*)سيكون أسواء من الحل 

الفرعية المرشحة، وبالتالي من غير المجدي الاستمرار في 

تفريع المشكلة الفرعية الأخرى )غير المرشحة( لإنه لن يظهر 

 .(a*)( أفضل من Intفيها حل )

( a*)ويتضح هذا في مثالنا هذا، حيث كانت قيمة دالة الهدف لــ 

المرشحة يساوي  فرعية غير(، في حين أن حل المشكلة ال72هو )

حل لهذه المشكلة  لوهو أفض( Non-int(، وهو )70.88)

الفرعية، ولا يمكن بأي حال من الأحوال الحصول على حل 

(Int يكون أفضل من )(*a ،) وبالتالي لا يوجد مبرر للاستمرار

 في تفريع المشكلة الفرعية غير المرشحة.

 

ن دالة الهدف ( أ سوأ  مa*عندما تكون دالة الهدف لــ ) (ب

 للحل ال مثل للمشكلة الفرعية غير المرشحة للحل

( في المشكلة الفرعية المرشحة للحل Intالحل الــ ) عندما يكون

(*a) ( أســـوأ من الحـــل الأمثلint-Non للمشكلة الفرعية )

الأخرى، هذا يعني أن المشكلة الفرعية غير المرشحة للحل من 

( للمشكلة الرئيسية، Intلأمثل )الممكن أن تحتوي على الحل ا

لأنه بالرغم من الانخفاض الذي يمكن أن يحدث عند القيام بعملية 

التفريع للمشكلة الفرعية غير المرشحة، فإنه من الممكن 

، وبالتالي من (a*)( يكون أفضل من Intالحصول على حل )

الضروري الاستمرار في تفريع كلتا المشكلتين الفرعيتين، لإنه 

لم بالضبط في أي المشكلتين الفرعيتين يكمن الحل الأمثل لا نع

(Int للمشكلة الرئيسية. وعلى سبيل المثال في حالة تغير معامل )

(2x( في دالة الهدف في النموذج السابق لتكون )8( بدلاً من )6 )

، في حين أن دالة الهدف للمشكلة (a*= 64)ستكون دالة الهدف 

، وهذا يعني ضرورة تفريع كلتا (65.66الفرعية غير المرشحة )

 المشكلتين الفرعيتين.

ملخص كيفية الاستفادة من تحليل حركة نقطة الحل  -8

 (:B&Bفي آلية التفريع في طريقة )
 

يمكن تلخيص ماذكر أعلاه )تحليل حركة نقطة الحل لتحديد آلية 

(، الذي يوضح الخطوات التي 6التفريع( في الشكل المخطط )

لمعرفة إمكانية تفريع المشكلة المرشحة للحل يجب القيام بها 

 ( للمشكلة الرئيسية.  Intلإحتوائها الحل الأمثل )

بمعنى أخر أن هذا المخطط يوضح الحالة التي نتوقف فيها عن 

تفريع إحدى المشاكل الفرعية )المشكلة غير المرشحة للحل(، 

وذلك لتقليل عدد المشاكل الفرعية بهدف تخفيض العمليات 

)الجهد والوقت( اللازمة للوصول ألى الحل الأمثل   ابيةالحس

(Int.للمشكلة الأساسية ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( Intيوجد حل )

في كلا المشكلتين 

 الفرعيتين

 المشكلة الرئيسية 

 ( (Non-intاتها ))قيم الحل لمتغير

 

( في Intيوجد حل )

إحدى المشكلتين 

 الفرعيتين

( Intلا يوجد حل )

كلا المشكلتين  في

 الفرعيتين

 هل

تحتوي  

المشكلتين 

الفرعيتين على 

 حلول 

(Int ؟) 

 

يتم تفريع كلا 

المشكلتين 

 الفرعيتين

يتم تفريع كلا 

المشكلتين 

 الفرعيتين
 يتـم

 مقارنة

 دالةب (a*) دالة هدف

لحل الأمثل اهدف 

 للمشكلة الفرعية 

  الأخرى

 

 دالة( ≥) a*دالة هدف

لحل الأمثل اهدف 

 الأخرى للمشكلة الفرعية

 دالة( ≥) a*دالة هدف

لحل الأمثل اهدف 

 الأخرى للمشكلة الفرعية

يتم التوقف عن تفريع 

 المشكلة الفرعية الثانية 

يتم تفريع كلا 

 المشكلتين الفرعيتين

الخطوات التي يجب القيام بها لمعرفة ما مدى  (6) الشكل

 إمكانية التوقف عن تفريع المشكلة غير المرشحة
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 استنتاجات الدراسة:-9

من أهم الطرق المستخدمة في إيجاد الحل  (B&Bإن طريقة )

-Nonمن الحل الأمثل ) ( التي تبدأ خطوات حلهاIntالأمثل )

Intفريع المشكلة الرئيسية إلى ( للمشكلة الرئيسية، وذلك بت

( للمشكلة )الرئيسية( Intمشكلتين فرعيتين، وإن الحل الأمثل )

في إحدى هاتين المشكلتين الفرعيتين، إلا أن هذه الطريقة تتطلب 

من التحليلات السابقة القيام بتفريع كلتا المشكلتين الفرعيتين، و

 لهذه الورقة يمكن استنتاج التالية:

( للمشكلة الرئيسية Intأن الحل الأمثل ) المؤلفينيرى بعص  (1

يكون في المشكلة الفرعية التي تحقق دالة هدف أفضل، 

وبالتالي لا يوجد ضرورة لتفريع المشكلة الفرعية الأخرى 

)ذات دالة الهدف الأسواء(، إلا أنه من التحليلات السابقة 

الأول  الافتراضيتبين أن هذا غير صحيح، ففي المثال 

( تساوي bالة الهدف للمشكلة الفرعية الثانية )كانت قيمة د

أكبر من قيمة دالة الهدف للمشكلة الفرعية  ، وهي(34.13)

(، وإن الحل الأمثل 33.85)والتي تساوي ( aالأولى )

( كان من ضمن حلول المشكلة Intيسية )ئللمشكلة الر

( التي قيمة دالة 4,  2عند النقطة ) الفرعية الأولى، وتحديداً 

ذا الرأي غير وبالتالي يمكننا الجزم بأن ه . (32) هدفها

رورة أن يكون الحل الأمثل للمشكلة بالضصحيح، وأنه ليس 

من حلول المشكلة الفرعية ذات دالة ض( من Intالرئيسية )

لا يمكن استخدام هذا المعيار في  الهدف الأفضل، وبالتالي

        تقليص عدد المشاكل الفرعية. 
قطة الحل للمشكلة الرئيسية، يمكن التأكيد من تحليل حركة ن (2

على أن حركة نقطة الحل في الاتجاهين )اتجاة المشكلة 

الفرعية الأولى واتجاة المشكلة الفرعية الثانية( له تأثير 

مختلف على نواتج حلول المشاكل الفرعية، وإنه هناك عدة 

 عوامل تؤثر في هذه الحركة، وهذه العوامل هي:

 عملية في كأساس ير المستخدمالمتغكسر  مقدار ➢

 التفريع

ميل الخط المستقيم مقدار التغير بين المتغيرين ) ➢

 الحل للمشكلة الفرعية(الواقعة عليه نقطة 

ميل للمتغيرات القرارية ) معاملات دالة الهدف قيم ➢

 لدالة الهدف(الخط المستقيم 

وبالتالي الاختلاف في هذه العوامل سيكون لها تأثيرات 

حركة نقطة الحل في كلا من الأتجاهين مختلف على 

(، Non-int)الابتعاد عن نقطة الحل للمشكلة الرئيسية )

له تأثير مباشر ومختلف على هذه الحلول  سيكونوهذا طبعاً 

الفرعية )يؤدي إلى تدهورها بنسب مختلفة(، وعليه في 

بعض الحالات يمكن الاستفادة من هذه التأثيرات )المختلفة( 

شكلة الفرعية المرشحة )المتضمنة( للحل في تحديد الم

(Int )لمشكلة الرئيسية، وبالتالي عدم وجود حاجة لتفريع ل

 المشكلة الفرعية الأخرى )غير المرشحة للحل(.

بمعنى أنه قبل المباشرة في تفريع كلتا المشكلتين الفرعيتين 

(، يمكننا إجراء بعض الاختبارات لتحديد B&B)طريقة في 

(، وبالتالي Intة المرشحة للحل الأمثل )المشكلة الفرعي

التوقف عن تفريع المشكلة الفرعية الأخرى )غير 

المرشحة(، وذلك بهدف تقليص شجرة التفريعات، والذي 

ً إلى تقليص العمليات الحسابية اللازمة لذلك  سيؤدي طبعا

وبالتالي توفير الوقت والجهد للوصول إلى الحل الأمثل 

(Int )للمشكلة الرئيسية. 

  Conclusion الخلاصة-10

التي تعتبر  دراسة طريقة التفريع والتحديد في هذه الورقة تم

(، Int)من أهم الطرق المستخدمة في إيجاد الحل الأمثل 

ً من الحل الأمثل ) (، Non-Intوهي تبدأ في الحل إنطلاقا

مشكلتين تفريع المشكلة الرئيسية إلى وذلك عن طريق 

 ومنلمتغيرات القرارية للمشكلة، فرعيتين بناءً على أحد ا

تم تفريع هذه المشاكل الفرعية إلى عدة مشاكل فرعية 

أخرى، وتستمر عملية التفريع هذه إلى حين عدم إمكانية 

( بالمشكلة الفرعية أو عدم وجود Intالقيام بها )ظهور حل )

( للمشكلة Intالأمثل ) ويتم تحديد الحل، لها حل اصلاً(

( لهذه Int) لمفاضلة بين الحلولعن طريق ا الرئيسية

 المتولدة أساساً من عملية التفريع. المشاكل الفرعية

وراء انطلاق هذا البحث هو الرئيسية الكامنة فكرة ال إن

معرفة ما مدى إمكانية تقليص عدد المشاكل الفرعية التي 

( Intيجب القيام بها بهدف الوصول إلى الحل الأمثل )

عن طريق تحديد المشكلة الفرعية للمشكلة الرئيسية، وذلك 

)المرشحة( التي تتضمن الحل الأمثل للمشكلة الرئيسة، 

ت على المشكلتين الفرعيتين ااربوذلك بإجراء بعض الاخت

الاساسيتين )المشكلتين الفرعيتين المتفرعتين من المشكلة 

الرئيسية(، حيث يمكن عن طريق هذه الاختبارات تحديد 

حة( المتضمنة للحل الأمثل للمشكلة المشكلة الفرعية )المرش

. ونؤكد هنا بأن هذه المساهمة العلمية تم التوصل الرئيسية

إليها عن طريق هذه الدراسة ولم يتم التطرق لها عند 

   مراجعة الدراسات السابقة للموضوع.
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